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Sammanfattning
I detta kandidatarbete har vi fo¨rdjupat oss i ett par problem inom konvex geometri som har intresserat
matematiker sedan mitten av 1900-talet, na¨mligen Busemann-Petty-problemet och Shephards problem.
Busemann-Petty-problemet sta¨ller fo¨ljande fr˚aga: Om det fo¨r alla hyperplan H genom origo ga¨ller att
volymen av snittet mellan den konvexa kroppen K och H a¨r mindre a¨n eller lika med volymen av snittet
mellan den konvexa kroppen L och H, fo¨ljer det d˚a att volymen av K a¨r mindre a¨n eller lika med volymen
av L? I Shephards problem tittar vi p˚a volymen av projektionen av konvexa kroppar p˚a hyperplan ista¨llet
fo¨r volymen av snitten mellan konvexa kroppar och hyperplan.
Innan vi fo¨rdjupar oss i dessa problem beho¨ver vi ha en fo¨rst˚aelse fo¨r vad som ha¨nder i ho¨ga dimensioner,
vilket inte alltid fo¨ljer intuitionen. Ett exempel a¨r att volymen av den euklidiska bollen med fix radie o¨kar
upp till dimension 5 och sedan minskar. Volymen fo¨r den euklidiska bollen g˚ar till och med mot noll d˚a
dimensionen g˚ar mot oa¨ndligheten. Det ra¨cker inte med att studera euklidiska bollen fo¨r att f˚a en fo¨rst˚aelse
av hur kroppar beter sig i ho¨ga dimensioner s˚a vi har fokuserat p˚a ytterligare tv˚a kroppar, na¨mligen kuben
och korspolytopen. Vi har ocks˚a studerat fenomen som volymkoncentration, inneh˚allna och omslutande
sfa¨rer samt Johns sats.
Abstract
This bachelor thesis has its focus on a few problems in convex geometry which have interested mathe-
maticians since the middle of the 20th century, namely the Busemann-Petty and Shephards problem. The
Busemann-Petty problem asks the following question: If it for all hyperplanes H through the origin holds
that the volume of the intersection between the konvex body K and H is less than or equal to the volume
of the intersection between the konvex body L and H, is it true that the volume of K is less than or equal
to the volume of L? In Shephard’s problem we look at the volume of the projection of convex bodies onto
hyperplanes instead of intersections between convex bodies and hyperplanes.
Before treating these problems we need to have a better understanding of how things act in high
dimensions, which is not always intuitive. An example is that the volume of the Euclidean ball with fixed
radius increases up to the 5th dimension but then decreases. The volume in fact tends to zero as the
dimension tends to infinity. It is not enough to study the Euclidean ball to form an understanding of how
bodies act in high dimensions so we have chosen to focus on two other bodies, namely the cube and the
cross-polytope. We have also studied phenomena like concentration of volume, sandwiching and enclosing
spheres, and John’s theorem.
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Fo¨rord
Arbetet a¨r i fo¨rsta hand en litteraturstudie med inslag av egna resultat. Eftersom de olika delarna av teorin
a¨r ganska sammanha¨ngande s˚a har vi alla beho¨vt studera litteraturen enskilt. Vi har haft regelbundna mo¨ten
varje vecka da¨r vi diskuterat materialet, jobbat i grupp med att lo¨sa vissa problem, samt jobbat med rapport-
skrivning. Jessica har tagit p˚a sig det o¨verha¨ngande ansvaret fo¨r det administrativa uppla¨gget av rapporten,
s˚a som versionshantering via dropbox och strukturen p˚a dokumentet. Hon har a¨ven varit drivande med att
planera mo¨ten. Huvudfokus i studien har legat p˚a tv˚a artiklar [1] och [2] som handledarna har rekommende-
rat. Medlemmarna har sja¨lvsta¨ndigt hittat egna ka¨llor vid behov. Alexandra har varit ansvarig fo¨r all grafik
utom figur 2 som Kristoffer har producerat och figur 10 som Jessica har gjort. Kristoffer och Jessica har
st˚att fo¨r den sto¨rre delen med att komma p˚a ide´er och att lo¨sa problem men Alexandra har varit bidragande.
Medlemmarna a¨r huvudfo¨rfattare till fo¨ljande kapitel och avsnitt. Kapitel och avsnitt inom parentes inneba¨r
att medlemmen haft en mindre roll.
Kristoffer: (1), 2, 3.1, 3.1.1, 3.2, (4), 5.1, 5.2, (8.2)
Jessica: 1, 2, 3, 3.1.1, 4, 5.2, 7, 8, 8.1, 8.2, 8.3, 9, 9.1, 9.2, 9.3
Alexandra: (1), 2, 3.1.1, (4), 6, (8.2), (9.2), 9.3
Vidare har medlemmarna producerat material som inte kommit med i rapporten. Mer detaljer finns i loggbok
och dagbok.
Vi vill dessutom tacka Elin Go¨tmark och Elizabeth Wulcan fo¨r deras givande och entusiastiska handledning
av arbetet.
1 Inledning
Ma˚let med detta kandidatarbete a¨r att detaljerat g˚a igenom bevisen av tv˚a satser inom konvex geometri,
na¨mligen Petty-Schneiders sats och Lutwaks sats. Vi har i v˚art arbete inte bevisat alla de satser vi tar upp d˚a
fokus har legat p˚a andra delar. Fo¨r att n˚a v˚art m˚al beho¨ver vi bo¨rja med att la¨ra oss mer om vad som ha¨nder
med olika konvexa och symmetriska kroppar na¨r dimensionen blir ho¨g d˚a det inte alltid fo¨ljer intuitionen.
Da¨rfo¨r har vi i del I studerat egenskaper hos tre objekt, na¨mligen kuben, korspolytopen och euklidiska bollen.
Vi har tittat p˚a deras volym och p˚a hur volymen av skivor och skal av dessa kroppar beror av dimensionen.
Vi har ocks˚a valt att fo¨rdjupa oss i Johns sats som sa¨ger att fo¨r varje konvex symmetrisk kropp K finns en
unik ellipsoid inuti K av maximal volym. Satsen ger a¨ven villkor fo¨r na¨r denna ellipsoid a¨r den euklidiska
enhetsbollen. Vi har ocks˚a studerat fr˚agan om man kan approximera den euklidiska bollen med polytoper.
A˚r 1956 formulerades tio problem som handlade om konvexa origo-symmetriska kroppar i Rn av Herbert
Busemann och Clinton Myers Petty [4]. Det fo¨rsta av dessa var det s˚a kallade Busemann-Petty-problemet.
L˚at oss info¨ra lite notation fo¨r att kunna formulera Busemann-Petty-problemet.
L˚at V n(K) beteckna den n-dimensionella volymen av kroppen K. En ma¨ngd N sa¨gs vara konvex om det
fo¨r alla punkter x, y ∈ N uppfyller villkoret λx + (1 − λ)y ∈ N fo¨r alla λ ∈ [0, 1], det vill sa¨ga linjestycket
mellan x och y ligger helt inneh˚allet i N . En konvex kropp a¨r en konvex ma¨ngd med ett icketomt inre. L˚at
K n beteckna ma¨ngden av alla konvexa kroppar i Rn och l˚at K nc beteckna ma¨ngden av alla konvexa kroppar
i Rn som a¨r symmetriska med avseende p˚a origo. D˚a a¨r K nc ⊂ K n. Ett hyperplan delar Rn i tv˚a halvrum.
Problem 1 (Busemann-Petty). Antag att K,L ∈ K nc s˚adana att
V n−1 (K ∩H) ≤ V n−1 (L ∩H)
fo¨r alla hyperplan H som g˚ar genom origo. Fo¨ljer det d˚a att
V n (K) ≤ V n (L)?
Busemann och Petty visade sja¨lva att detta antagande sta¨mde fo¨r godtyckliga n om K a¨r en euklidisk
boll [5]. Fo¨r andra konvexa kroppar i K nc a¨r p˚ast˚aendet sant fo¨r n ≤ 4 men inte i allma¨nhet fo¨r n > 4 [5].
Ett relaterat problem a¨r Shepards problem. L˚at oss info¨ra ytterligare notation fo¨r att kunna formulera detta
problem.
L˚at Sn−1 beteckna enhetssfa¨ren i Rn, allts˚a
Sn−1 = {x ∈ Rn | |x| = 1}.
Fo¨r u ∈ Sn−1 l˚at Eu beteckna det hyperplan som a¨r ortogonalt mot u och g˚ar genom origo. L˚at K|Eu vara
bilden av K ∈ K n under den ortogonala projektionen p˚a Eu.
Problem 2 (Shephard). Om K,L ∈ K nc och
V n−1(K|Eu) ≤ V n−1(L|Eu)
fo¨r alla u ∈ Sn−1, fo¨ljer det d˚a att
V n(K) ≤ V n(L)?
Problemet kan till exempel hittas i [2, s.232]. Petty [6] och Schneider [7] visade, oberoende av varandra, att
Shephards problem i allma¨nhet inte a¨r sant. De lyckades a¨ven, ett a˚r efter att Shephards problem formulerats,
visa att p˚ast˚aendet a¨r sant om kroppen L begra¨nsas till att vara en projektionskropp, vilken defineras i
del II. Projektionskroppen av en kropp K ∈ K n skriver vi som ΠK och vi l˚ater Πn = {ΠK | K ∈ K n}.
En translation a¨r en fo¨rflyttning i n˚agon riktning, det vill sa¨ga en translation a¨r bilden under avbildningen
f(x) = x+ a, a ∈ R [9].
Sats 1.1 (Petty-Schneider). Antag K ∈ K n, L ∈ Πn. Om det fo¨r alla u ∈ Sn−1 ga¨ller att
V n−1(K|Eu) ≤ V n−1(L|Eu), (1)
s˚a a¨r V n(K) ≤ V n(L). Dessutom ga¨ller V n(K) = V n(L) om och endast om K och L a¨r translationer av
varandra.
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L˚at S n beteckna ma¨ngden av alla stja¨rnkroppar och l˚at I n beteckna ma¨ngden av alla snittkroppar av
stja¨rnkroppar. Vi la¨mnar definition av stja¨rnkropp och snittkropp till del II. Det ga¨ller att K n ⊂ S n. A˚r
1988 visade Lutwak att svaret p˚a Busemann-Petty-problemet a¨r ja i alla dimensioner om K ∈ I n och L ∈ S n
[2]. Mer allma¨nt bevisade Lutwak fo¨ljande sats.
Sats 1.2 (Lutwak). Om K ∈ I n, L ∈ S n och
V n−1(K ∩ Eu) ≤ V n−1(L ∩ Eu) (2)
fo¨r alla u ∈ Sn−1, s˚a a¨r V n(K) ≤ V n(L). Dessutom ga¨ller V n(K) = V n(L) om och endast om K = L.
I del II visar vi att Shephards problem a¨r sant i 2 dimensioner fo¨r konvexa kroppar K och L. Vi visar
Petty-Schneiders sats, sats 1.1, genom att fo¨lja Lutwaks bevis [2, kapitel 9]. Vi visar att Busemann-Petty-
problemet a¨r sant i 2 dimensioner fo¨r konvexa kroppar K och L och avslutar med att ge ett bevis fo¨r sats 1.2
som fo¨ljer Lutwaks [2, kapitel 10]. Beviset av Petty-Schneiders sats och beviset fo¨r Lutwaks sats, sats 1.2, har
liknande struktur.
2
2 Fo¨rberedande material och notation
En konvex ma¨ngd M kan beskrivas utifr˚an sto¨djande hyperplan och sto¨djande halvrum. Hyperplanet sa¨gs
vara sto¨djande till M om M a¨r helt inneh˚allen i ett av de tv˚a halvrummen samt om M har a˚tminstone en av
sina randpunkter p˚a hyperplanet. Slutna halvrum Hi som inneh˚aller M kallas sto¨djande halvrum och M kan
beskrivas som
⋂
Hi.
En polytop i Rn kan definieras som en ma¨ngd begra¨nsad genom ett a¨ndligt snitt av halvrum. En fasett
a¨r en sida av denna polytop av dimension n− 1.
Gammafunktionen definieras som
Γ (t) =
∫ ∞
0
xt−1e−xdx
och kallas a¨ven fo¨r Eulers integral av typ tv˚a. Det finns tv˚a egenskaper hos Γ (t) som vi vill uppma¨rksamma
lite extra.
1. Om n a¨r ett positivt heltal s˚a a¨r
Γ (n) = (n− 1)!. (3)
2. L˚at t ∈ R+. Det fo¨ljer genom partialintegration av Γ (t) att
tΓ (t) = Γ (t+ 1) . (4)
En dilatation a¨r en fo¨rstoring eller en fo¨rminskning kring en given punkt med hja¨lp av en skalfaktor [10].
Att tv˚a kroppar a¨r homotetiska betyder att de kan vara b˚ade dilatationer och/eller translationer av varandra
[12].
L˚at (ei)n1 vara standardbasen till Rn. L˚at ∂K beteckna randen till kroppen K. Na¨r vi skriver dV menas
det n-dimensionella volymelementet och dAn−1 a¨r motsvarande areaelement. Vi kommer ibland att skriva
V (K) ista¨llet fo¨r V n(K).
Vi kommer anva¨nda oss av olika Lp-normer na¨r vi ma¨ter la¨ngden p˚a vektorn x = (x1, x2, . . . , xn) i Rn fo¨r
att p˚a ett enkelt sa¨tt kunna beskriva n˚agra av de kroppar vi kommer diskutera. Lp-normen i Rn a¨r definierad
fo¨r p <∞ enligt fo¨ljande:
||x||p =
(
n∑
k=1
|xk|p
)1/p
, p ∈ R+.
L∞-normen eller maxnormen a¨r definierad enligt fo¨ljande:
||x||∞ = max
1≤k≤n
|xk|.
Sats 2.1. Maxnormen a¨r gra¨nsva¨rde fo¨r ||x||p d˚a x h˚alls fix och p→∞.
Bevis. Fr˚an uttrycket (
∑n
k=1 |xk|p)1/p f˚ar vi olikheten(
max
1≤k≤n
|xk|p
)1/p
≤
(
n∑
k=1
|xk|p
)1/p
≤
(
n · max
1≤k≤n
|xk|p
)1/p
.
Eftersom (max1≤k≤n |xk|p)1/p = max1≤k≤n |xk| och limp→∞ (n ·max1≤k≤n |xk|p)1/p = max1≤k≤n |xk| s˚a fo¨ljer
satsen fr˚an insta¨ngningssatsen.
Bollen i Rn med radie R i Lp-normen betecknar vi som
Bnp (R) = {x ∈ Rn | ||x||p ≤ R}.
Vi kommer skriva Bnp (1) som B
n
p . En s˚adan boll kommer ha en rand som vi betecknar
Sn−1p (R) = {x ∈ Rn | ||x||p = R}.
Exempelvis a¨r en kub en boll i L∞-normen. En boll i L1-normen kallar vi en korspolytop (eng. cross-polytope),
se figur 1. Bollen i L2-normen a¨r den vanliga euklidiska bollen. Vi kommer beteckna volymen av Bnp (R) med
V np (R) och arean av dess rand med A
n−1
p (R).
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Figur 1: Korspolytopen i 3 dimensioner, B31 .
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Del I
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3 Volym av bollen i Lp-normen
L˚at oss studera volymen av bollar i olika Lp-normer i dimension n fo¨r att f˚a en uppfattning om vad som
ha¨nder i ho¨ga dimensioner. Det a¨r ka¨nt [13] att det allma¨nna uttrycket fo¨r volymen av Bnp (R) a¨r:
V np (R) =
(
2RΓ
(
1
p + 1
))n
Γ
(
n
p + 1
) . (5)
Figur 2 illustrerar detta fo¨r olika normer och dimensioner d˚a R = 1.
L˚at oss titta mer specifikt p˚a kuben, korspolytopen och euklidiska bollens volym i godtycklig dimension i
kommande avsnitt.
Figur 2: Volym av bollar fo¨r olika normer och dimensioner.
3.1 Rekursiv formel fo¨r bera¨kning av bollars volym
Vi tar nu fram en rekursionsformel som beskriver volymen av en boll Bnp (R). Denna kan anva¨ndas fo¨r att ta
fram slutna formler fo¨r volymerna av de olika bollarna.
Sats 3.1. Volymen av Bnp (R) kan bera¨knas med den rekursiva formeln
V np (R) =
∫ R
−R
V n−1p
(
(Rp − |xn|p)1/p
)
dxn (6)
d˚a p <∞ och n > 2. I L∞ ga¨ller specialfallet
V n∞(R) =
∫ R
−R
V n−1∞ (R)dxn. (7)
Bevis. Volymen V np (R) bera¨knas med en integral o¨ver xn-axeln da¨r integranden beskriver de tva¨rsnitt av
dimension n− 1 i Bnp (R) som a¨r ortogonala mot denna axel. Som bekant best˚ar Bnp (R) av alla punkter som
uppfyller (
n∑
k=1
|xk|p
)1/p
≤ R. (8)
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L˚at oss nu fixera xn och lo¨sa ut de fria variablerna i (8). Vi erh˚aller d˚a(
n−1∑
k=1
|xk|p
)1/p
≤ (Rp − |xn|p)1/p . (9)
Tva¨rsnittet som inneh˚aller punkten xn best˚ar allts˚a av ma¨ngden {x ∈ Rn |
(∑n−1
k=1 |xk|p
)1/p
≤ (Rp − |xn|p)1/p}.
Vi ka¨nner igen detta som Bn−1p ((R
p − |xn|p)1/p) vilket har volym V n−1p
(
(Rp − |xn|p)1/p
)
, s˚a om vi integrerar
la¨ngs xn-axeln f˚ar vi
V np (R) =
∫ R
−R
V n−1p
(
(Rp − |xn|p)1/p
)
dxn,
vilket bevisar fo¨rsta delen av satsen.
Andra delen fo¨ljer eftersom volymen av en kub a¨r integralen fr˚an −R till R la¨ngs alla axlar, men vi visar
nu a¨ven hur det fo¨ljer fr˚an ovanst˚aende resonemang. Na¨r |xn| < R g˚ar det att visa att
lim
p→∞ (R
p − |xn|p)1/p = R, (10)
och fr˚an sats 2.1 vet vi att limp→∞
(∑n−1
k=1 |xk|p
)1/p
= max1≤k≤n−1 |xk|. Eftersom (9) ga¨ller fo¨r alla p och
(10) ga¨ller, fo¨ljer det att (9) blir max1≤k≤n−1 |xk| ≤ R fo¨r L∞-normen. Vi kan nu beskriva tva¨rsnittet som
inneh˚aller punkten xn som ma¨ngden {x ∈ Rn | max1≤k≤n−1 |xk| ≤ R} ista¨llet, som vi ka¨nner igen som
Bn−1∞ (R). Volymen av B
n
p (R) ges da¨rfo¨r av
V n∞(R) =
∫ R
−R
V n−1∞ (R) dxn.
D˚a B1p(R) best˚ar av linjesegmentet −R ≤ x ≤ R fo¨r alla p, s˚a inses det la¨tt att V 1p (R) = 2R.
Sats 3.2. Det ga¨ller att V np (R) a¨r proportionell mot R
n och An−1p (R) a¨r proportionell mot R
n−1.
Bevis. Satsen fo¨ljer genom induktion. Basfallet n = 1 a¨r klart eftersom V 1p (R) = 2R. Antag att p˚ast˚aendet
a¨r sant fo¨r n− 1 och p <∞. D˚a ga¨ller, fo¨r n˚agon konstant kn−1:
V n−1p (R) = kn−1 ·Rn−1.
Detta medfo¨r att
V n−1p
(
(Rp − xpn)1/p
)
= kn−1 ·Rn−1
(
1−
(xn
R
)p)(n−1)/p
= Rn−1V n−1p
((
1−
(xn
R
)p)1/p)
.
Enligt sats (3.1) har vi
V np (R) =
∫ R
−R
V n−1p
(
(Rp − xpn)1/p
)
dxn = Rn−1
∫ R
−R
V n−1p
((
1−
(xn
R
)p)1/p)
dxn.
Variabelbytet t = xn/R ger nu
V np (R) = R
n
∫ 1
−1
V n−1p
(
(1− tp)1/p
)
dt = RnV np (1), (11)
vilket bevisar fo¨rsta delen. Sista likheten fo¨ljer fr˚an (6). Sambandet ga¨ller a¨ven fo¨r p = ∞ enligt den slutna
formeln fo¨r V n∞(R) som visas i na¨sta avsnitt. Andra delen fo¨ljer genom att betrakta volym som en integral av
area,
∫ R
0
An−1p (r)dr = V
n
p (R), vilket enligt analysens fundamentalsats och (11) ger
An−1p (R) =
d
dR
V np (R) = nR
n−1V np (1). (12)
Fr˚an (12) f˚ar vi direkt att An−1p (1) = nV
n
p (1). Da¨rmed kan vi skriva (12) som
An−1p (R) = R
n−1An−1p (1). (13)
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3.1.1 Volym av kub och korspolytop
Vi underso¨ker nu vad sats 3.1 sa¨ger om volymen av kuben och korspolytopen. Det fo¨ljer direkt fr˚an (7) att
V n∞(R) = (2R)
n. En enkel ra¨kning fr˚an sats 3.1 ger
V 21 (R) =
(2R)2
2!
, V 31 (R) =
(2R)3
3!
.
Detta leder oss till hypotesen att V n1 (R) =
(2R)n
n!
, vilket a¨r i o¨verenssta¨mmelse med (5).
Sats 3.3. Korspolytopen har volym V n1 (R) =
(2R)n
n!
.
Bevis. Satsen fo¨ljer genom induktion, da¨r basfallet a¨r V 11 (R) = 2R. Antag att V
n−1
1 (R) =
(2R)n−1
(n− 1)! . Sa¨tter
vi in detta i (6) s˚a f˚ar vi
V n1 (R) =
∫ R
−R
V n−11 (R− |xn|)dxn = 2
∫ R
0
(2(R− xn))n−1
(n− 1)! dxn =
(2R)n
n!
da¨r vi i andra likheten anva¨nder symmetri.
3.2 Volym av euklidiska bollen
Vi tar ha¨r fram en sluten formel fo¨r volymen av den euklidiska bollen. Ista¨llet fo¨r att anva¨nda oss av rekur-
sionsformeln s˚a anva¨nder vi en mer vanligt fo¨rekommande metod. Vi bo¨rjar med att betrakta ett resultat
ro¨rande gaussiska integraler.
Sats 3.4. Integralen
∫∞
−∞ e
−x2/2dx har va¨rdet
√
2pi.
D˚a den primitiva funktionen av integranden inte kan uttryckas i elementa¨ra funktioner s˚a kan inte inte-
gralen utva¨rderas direkt. Integralen kan a¨nd˚a ra¨knas ut genom en elementa¨r metod som fo¨rst utarbetades av
Poisson. Om man kvadrerar integralen s˚a kan den skrivas som en dubbelintegral o¨ver R2. Denna kan lo¨sas
genom byte till pola¨ra koordinater:∫∫
R2
e−1/2(x
2+y2)dxdy =
∫ 2pi
0
∫ ∞
0
e−r
2/2rdrdθ = 2pi
∫ ∞
0
re−r
2/2dr = 2pi.
Satsen fo¨ljer fr˚an detta. Vi kommer att anva¨nda detta resultat i fo¨ljande sats som a¨r va¨lka¨nd och vi fo¨ljer
beviset i [11].
Sats 3.5. Volymen av Bn2 (R) a¨r
V n2 (R) =
pin/2
Γ
(
n
2 + 1
)Rn.
Bevis. Betrakta funktionen
f(x1, . . . , xn) = exp
(
−1
2
n∑
i=1
x2i
)
=
(
n∏
i=1
ex
2
i
)−1/2
.
Denna funktion a¨r symmetrisk kring origo och da¨rmed invariant under rotation. Funktionen a¨r ocks˚a inte-
grerbar, s˚a integralen av f(x) i Rn kan skrivas som itererade enkelintegraler enligt Fubinis sats. Da¨rmed kan
vi integrera funktionen o¨ver hela Rn p˚a fo¨ljande vis:∫
Rn
fdV =
n∏
i=1
∫ ∞
−∞
e−x
2
i /2dxi = (2pi)n/2. (14)
I sista likheten har vi anva¨nt sats 3.4. Genom att integrera f o¨ver en sfa¨r Sn−12 (r) med areaelement dA s˚a
f˚ar vi ∫
Rn
fdV =
∫ ∞
0
∫
Sn−12 (r)
e−r
2/2dAdr.
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Enligt (13) ga¨ller An−12 (r) = r
n−1An−12 (1), s˚a∫ ∞
0
∫
Sn−12 (r)
e−r
2/2dAdr =
∫ ∞
0
e−r
2/2
∫
Sn−12 (r)
dAdr = An−12 (1)
∫ ∞
0
e−r
2/2rn−1dr.
Vi go¨r nu variabelbytet t = r
2
2 och f˚ar d˚a
An−12 (1) · 2n/2−1
∫ ∞
0
e−ttn/2−1dt = An−12 (1) · 2n/2−1Γ
(n
2
)
= (2pi)n/2
da¨r sista likheten fo¨ljer fr˚an (14). Da¨rmed ser vi att
An−12 (1) =
2pin/2
Γ
(
n
2
) .
Slutligen s˚a bera¨knar vi volymen av bollen genom att integrera areaelementen:
V n2 (R) =
∫ R
0
An−12 (r)dr =
∫ R
0
2pin/2
Γ
(
n
2
)rn−1dr = 2pin/2
nΓ
(
n
2
)Rn = pin/2
Γ
(
n
2 + 1
)Rn.
Sats 3.6. Vi har att V n2 (R)→ 0 na¨r n→∞.
Bevis. Om vi l˚ater n→∞ kommer Γ(n) bete sig ungefa¨r som n!, se (3), och vi ser att
lim
n→∞V
n
2 (R) = lim
n→∞
pi
n
2
Γ
(
n
2 + 1
)Rn = 0.
4 Kroppars inneh˚allna och omslutande sfa¨rer
I detta kapitel ska vi titta p˚a den minsta sfa¨r som omsluter Sn−1∞ (R) och S
n−1
1 (R) samt den sto¨rsta sfa¨r som
f˚ar plats inuti Sn−1∞ (R) och S
n−1
1 (R). L˚at Roms beteckna radien fo¨r den minsta omslutande sfa¨ren och l˚at
Rinh beteckna radien fo¨r den sto¨rsta sfa¨r som f˚ar plats inuti kroppen.
4.1 Kuben
Fo¨r att hitta Roms till Sn−1∞ (R) beho¨ver vi veta vilka punkter p˚a S
n−1
∞ (R) som befinner sig la¨ngst bort fr˚an
origo. Dessa punkter a¨r ho¨rnen i Sn−1∞ (R) och det inses att punkterna har koordinaterna (±R, . . . ,±R). Deras
avst˚and fr˚an origo blir Roms. Vi f˚ar att
Roms =
√
R2 + · · ·+R2 = √nR.
Fo¨r att hitta Rinh vill vi hitta de punkter p˚a Sn−1∞ (R) som ligger na¨rmast origo. Det a¨r punkterna p˚a
Sn−1∞ (R) som ligger p˚a koordinataxlarna och det inses la¨tt att punkterna har koordinaterna ±Re1, . . . ,±Ren.
Punkternas avst˚and fr˚an origo a¨r R, s˚a
Rinh = R.
Den omslutande sfa¨rens radie kommer att o¨ka med dimensionen medan den inneh˚allnas radie kommer att vara
fix. Figur 3 illustrerar den minsta omslutande samt den sto¨rsta inneh˚allna sfa¨ren till Sn−1∞ (R) i 2 dimensioner.
4.2 Korspolytopen
L˚at oss nu titta p˚a den minsta omslutande samt sto¨rsta inneh˚allna sfa¨ren till Sn−11 (R). De punkter p˚a S
n−1
1 (R)
som ligger la¨ngst bort fr˚an origo blir punkterna p˚a koordinataxlarna och det inses att punkterna har koordi-
naterna ±Re1, . . . ,±Ren. Allts˚a a¨r
Roms = R.
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Figur 3: Kuben med omslutande och inneh˚allna sfa¨rer.
Punkterna p˚a Sn−11 (R) som ligger na¨rmast origo kommer vara punkterna som ligger i mitten av varje
kvadrant p˚a Sn−11 (R). Det inses la¨tt att dessa punkter har koordinaterna (±R/n, . . . ,±R/n). S˚a
Rinh =
√(
R
n
)2
+ . . .+
(
R
n
)2
=
R√
n
.
Den inneh˚allna sfa¨rens radie kommer att minska med dimensionen medan den omslutandes radie kommer
att vara fix. Figur 4 illustrerar den minsta omslutande samt den sto¨rsta inneh˚allna sfa¨ren till Sn−11 (R) i 2
dimensioner.
Figur 4: Korspolytopen med omslutande och inneh˚allna sfa¨rer.
5 Volymkoncentration
Vi underso¨ker nu volymen av olika delar av bollarna. Vi kommer att titta p˚a ett tunt skal na¨ra kroppens yta
samt ska¨rningen av kroppen med en tunn skiva genom origo. Vi kommer att visa att volymen koncentreras i
skalet p˚a samtliga bollar d˚a n→∞ medan volymen koncentreras i skivorna na¨r n→∞ fo¨r n˚agra av bollarna.
5.1 Skal vid randen
Vi tar fo¨rst fram ett uttryck fo¨r volymen av ett tunt yttre skal med tjocklek ε da¨r kropparnas rand utgo¨r
skalets yttre rand.
Definition 5.1. L˚at Dnp (R, ε) beteckna volymen av ε-skalet B
n
p (R) \Bnp (R− ε).
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Fo¨r p ≤ ∞ f˚ar vi
Dnp (R, ε) = V
n
p (R)− V np (R− ε) .
Vi anva¨nder tidigare resultat fo¨r att bera¨kna tre specialfall. D˚a p =∞ f˚ar vi
Dn∞(R, ε) = V
n
∞(R)− V n∞ (R− ε) = (2R)n − (2 (R− ε))n
som a¨r volymen av ε-skalet i kuben, samt d˚a p = 1 f˚as
Dn1 (R, ε) = V
n
1 (R)− V n1 (R− ε) =
2n
n!
(Rn − (R− ε)n)
som a¨r volymen av ε-skalet i korspolytopen. Fo¨r euklidiska bollen blir volymen av skalet
Dn2 (R, ε) = V
n
2 (R)− V n2 (R− ε) =
pi
n
2
Γ
(
n
2 + 1
) (Rn − (R− ε)n) .
Volymen hos Bnp (R) koncentreras vid randen i ho¨ga dimensioner vilket ses genom fo¨ljande sats.
Sats 5.2. Det ga¨ller att
Dnp (R, ε)
V np (R)
→ 1 na¨r n→∞.
Bevis.
Dnp (R, ε)
V np (R)
=
RnV np (1)− (R− ε)n V np (1)
RnV np (1)
= 1−
(
R− ε
R
)n
.
Detta uttryck na¨rmar sig 1 d˚a n→∞ och det fo¨ljer att massan koncentreras vid randen av dessa objekt.
5.2 Skivor genom origo
Vi underso¨ker nu hur stor andel av volymen som ligger i smala skivor genom origo, speciellt d˚a n→∞.
Definition 5.3. L˚at Gnp (R, ε) beteckna volymen av ε-skivan som utgo¨rs av ma¨ngden {x ∈ Bnp (R) | − ε2 ≤
xn ≤ ε2}.
D˚a p =∞ f˚ar vi
Gn∞(R, ε) =
∫ ε/2
−ε/2
V n−1∞ (R)dxn = (2R)
n−1ε.
Detta a¨r volymen av den skiva som ska¨r Bn∞ (R) p˚a dess “smalaste” omr˚ade och volymen av snittet g˚ar mot
oa¨ndligheten na¨r n→∞ om R > 1/2. Det fo¨ljer d˚a att volymen av alla snitt med skivor genom origo i Bn∞(R)
med R > 1/2 och med bredd ε g˚ar mot oa¨ndligheten. Andelen av den totala volymen som Gn∞(R, ε) utgo¨r a¨r
Gn∞(R, ε)
V n∞(R)
=
(2R)n−1ε
(2R)n
=
ε
2R
.
Allts˚a a¨r andelen volym i en s˚adan skiva oberoende av dimensionen fo¨r Bn∞(R).
Fo¨r p = 1 f˚ar vi
Gn1 (R, ε) = 2
∫ ε/2
0
V n−11 (R− xn) dxn =
2n
n!
(
Rn −
(
R− ε
2
)n)
(15)
som a¨r volymen av den skiva som g˚ar o¨ver korspolytopens “bredaste” omr˚ade. Andelen av den totala volymen
som Gn1 (R, ε) utgo¨r a¨r
Gn1 (R, ε)
V n1 (R)
=
2n
n! (R
n − (R− ε2 )n)
(2R)n
n!
= 1−
(
R− ε2
R
)n
.
Denna kvot g˚ar mot 1 d˚a n g˚ar mot oa¨ndligheten, vilket betyder att volymen koncentreras i skivan.
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6 Johns sats
En ytterligare aspekt av konvexa origosymmetriska kroppars beteenden visas i fo¨ljande sats, som bevisades
av Fritz John 1948 [8].
Sats 6.1 (Johns sats). Fo¨r varje K ∈ K n finns en unik ellipsoid, max, inneh˚allen i K, av maximal volym.
Ellipsoiden max a¨r Bn2 om och endast om
1. Bn2 ⊆ K
2. det fo¨r n˚agot m finns enhetsvektorer (ui)mi=1, ui ∈ ∂Bn2 ∩ ∂K, och positiva tal (ci)mi=1 s˚a att
i)
∑
ciui = 0
ii)
∑
ci〈x, ui〉2 = |x|2 fo¨r alla x ∈ Rn vilket a¨r ekvivalent med att x =
∑
ci〈x, ui〉ui fo¨r alla x ∈ Rn.
Vi ska ej bevisa satsen men fo¨r att illustrera satsen i Rn kan vi ta ett enkelt exempel. En konvex kropp
vars maximala ellipsoid utgo¨rs av enhetsbollen a¨r kuben med centrum i origo och sidan 2. I den kuben kan vi
va¨lja ui till att vara ±e1, . . . ,±en. Na¨r dessa adderas blir summan 0 om alla ci = 1/2. A¨ven villkor ii) a¨r d˚a
uppfyllt.
Om kroppen ista¨llet a¨r en rektangel i R2 med ho¨rn i punkterna (−1, 2), (1, 2), (1,−2) samt (−1,−2) skulle
de enda ui som ligger i snittet ∂Bn2 ∩ ∂K vara (−1, 0) och (1, 0). S˚a villkor i) a¨r uppfyllt men inte villkor
ii), ty enbart vektorerna (−1, 0) och (1, 0) spa¨nner inte upp R2. I detta fall a¨r inte max B22 utan ellipsoiden
x2 +
(y
2
)2
= 1.
Det finns a¨ven en analog till sats 6.1 som sa¨ger att varje K ∈ K n omsluts av en unik ellipsoid, min, av
minimal volym [1, s.15].
7 Approximation av den euklidiska bollen
I detta kapitel studerar vi hur va¨l det g˚ar att approximera Bn2 med symmetriska polytoper i olika dimensioner
och materialet kommer fr˚an [1]. Alla kroppar i detta kapitel a¨r symmetriska och konvexa med avseende p˚a
origo. Fo¨r att kunna ja¨mfo¨ra avst˚and mellan tv˚a kroppar inleder vi med fo¨ljande definition.
Definition 7.1. Givet tv˚a symmetriska och konvexa kroppar K och L, l˚at d = d(K,L) vara det minsta d s˚a
att det existerar en linja¨r avbildning T s˚adan att
T (L) ⊂ K ⊂ dT (L) .
Vi kallar d(K,L) avst˚andet mellan K och L.
Polytoper som kan omvandlas, genom en linja¨r avbildning, till samma polytop bildar en ekvivalensklass.
Avst˚andet d i definition (7.1) bildar ett multiplikativt avst˚and mellan alla s˚adana ekvivalensklasser. Om vi
tar log d ista¨llet s˚a f˚ar vi ett additivt avst˚and som blir en metrik p˚a ma¨ngden av alla ekvivalensklasser. D˚a K
och L a¨r ekvivalenta blir det multiplikativa avst˚andet d = 1, medan det additiva blir log(1) = 0.
Exempel 1. Vad blir avst˚andet mellan Bn∞ och B
n
2 ? Fo¨r B
n
∞ a¨r avst˚andet fr˚an origo till punkten la¨ngst bort√
n och fo¨r Bn2 a¨r avst˚andet 1, som vi s˚ag i avsnitt 4.1. Vi s˚ag ocks˚a i avsnitt 4.1 att den sto¨rsta inneh˚allna
sfa¨ren i Bn∞ a¨r B
n
2 och att den minsta omslutande a¨r B
n
2 (
√
n) =
√
nBn2 . Det fo¨ljer att
d (Bn∞, B
n
2 ) =
√
n.
Sats 7.2. L˚at K vara en symmetrisk polytop i Rn med d(K,Bn2 ) = d. D˚a har K minst e
n/(2d2) fasetter. Fo¨r
varje n finns en polytop med 4n fasetter vars avst˚and fr˚an bollen a¨r ho¨gst 2.
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Satsen bevisas i [1, s.9]. Na¨r K har m fasetter a¨r allts˚a avst˚andet till Bn2 a˚tminstone d =
√
n
2 log(m)
.
Om vi tar snittet av en kub i dimension m med ett linja¨rt underrum av dimension n f˚ar vi en polytop i Rn
med som mest 2m fasetter. Detta beror p˚a att kuben a¨r ett snitt av 2m halvrum i Rm. Det finns allts˚a endast
2m halvrum som underrummet kan ska¨ra, och varje s˚adant halvrum kan bidra till som mest en fasett. Det
existerar snitt i Bm∞ vars avst˚and fr˚an B
n
2 a¨r litet och dimensionen p˚a dessa snitt a¨r ho¨gst ungefa¨r log(m) [1,
s.9]. Ett snitt som har avst˚and d fr˚an Bn2 har enligt sats 7.2 minst e
n/(2d2) antal fasetter, da¨r n a¨r dimensionen
p˚a ska¨rningen. Vi har da¨rfo¨r olikheten en/(2d
2) ≤ 2m. Fr˚an detta f˚ar vi n ≤ 2d2 log(2m), vilket betyder att
dimensionen fo¨r snittet a¨r som mest ungefa¨r log(m) om snittet ska ha litet avst˚and fr˚an Bn2 .
Det g˚ar ocks˚a att snitta Bm1 med ett linja¨rt underrum av dimension n s˚a att snittet har litet avst˚and till
Bn2 [1, s. 19]. Dimensionen n m˚aste vara ungefa¨r m/2 och inte mer [1, s. 20].
Sats 7.3. Fo¨r varje n finns en ortogonal transformation T fo¨r vilket snittet Bn1 ∩ TBn1 omsluts av den
euklidiska bollen med radie 32/
√
n.
Satsen bevisas i [1, s.20]. En av de saker man kan titta p˚a fo¨r att f˚a en intuitiv bild av satsen a¨r antalet
fasetter. Till exempel har kuben 2n fasetter och en korspolytop 2n stycken. Fo¨r att kunna approximera bollen
beho¨vs exponentiellt m˚anga. Vi kan inse att satsen inte kan ga¨lla fo¨r kuben d˚a den inte har exponentiellt
m˚anga fasetter. Korspolytopen som dock har exponentiellt ma˚nga fasetter a¨r inte heller na¨ra bollen. Om man
da¨remot roterar korspolytopen och ser p˚a Bn1 ∩TBn1 s˚a kommer det att likna en boll mer. Fo¨r en korspolytop
i tv˚a dimensioner B21 a¨r den ba¨sta avbildningen T vi kan va¨lja, en rotation p˚a pi/4 radianer. Snittet mellan
B21 och TB
2
1 blir en oktagon, se figur 5 och 6.
Figur 5: Snittet ger en oktagon
Figur 6: Oktagon
Kan vi f˚a n˚agot som liknar en sfa¨r oavsett vilken kropp vi startar med? QS-satsen nedan sa¨ger att oavsett
vilken kropp man bo¨rjar med kan man f˚a n˚agot som ligger na¨ra en sfa¨r genom att kombinera operationerna
snitt och konvext ho¨lje.
Sats 7.4 (QS-satsen). Det existerar en oberoende konstant C, s˚a att det fo¨r varje K ∈ K nc finns linja¨ra
avbildningar Q och S samt en ellipsoid ξ s˚a att
ξ ⊂ K˜ ∩ SK˜ ⊂ Cξ,
da¨r K˜ = conv (K ∪QK).
QS-satsen kan hittas i [1, s. 25].
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8 Shephards problem och Petty Schneiders sats
I detta kapitel visar vi att Shephards problem, problem 2, a¨r sant i 2 dimensioner. Vi ger ett bevis fo¨r Petty-
Schneiders sats, sats 1.1, och vi introducerar ett avsnitt med definitioner och lemman fo¨re som beho¨vs fo¨r
beviset.
8.1 Shephards problem, problem 2, i dimension 2
Sats 8.1. Om K,L ∈ K 2c och
V 1(K|Eu) ≤ V 1(L|Eu)
fo¨r alla u ∈ S1, s˚a a¨r
V 2(K) ≤ V 2(L).
Bevis. Notera att K|Eu och L|Eu a¨r linjesegment. Da¨rfo¨r a¨r V 1(K|Eu) och V 1(L|Eu) la¨ngden av respektive
linjesegment. Eftersom V 1(K|Eu) ≤ V 1(L|Eu) ga¨ller och kropparna a¨r centrerade s˚a a¨r
K|Eu ⊆ L|Eu. (16)
L˚at aK1(u) vara vektorn som a¨r ortogonal mot u med |aK1(u)| = V 1(K|Eu)/2 och l˚at aK2(u) = −aK1(u). L˚at
lK1(u) vara linjen som a¨r parallell med u och g˚ar genom aK1(u). Notera att lK1(u) a¨r sto¨djande hyperplan
till K. L˚at nu HK1(u) vara det sto¨djande halvrummet till K som definieras av lK1(u), det vill sa¨ga
HK1(u) = {x | x · aK1(u) ≤ |aK1(u)|2}.
Definera p˚a samma sa¨tt lK2(u), HK2(u), aL1(u), aL2(u), lL1(u), lL2(u) och HL1(u), HL2(u).
L˚at Πu vara den ortogonala projektionen p˚a Eu, s˚a att Πu(K) = K|Eu. D˚a a¨r Π−1u (K|Eu) = HK1(u) ∩
HK2(u) och Π−1u (L|Eu) = HL1(u) ∩HL2(u). P˚a gund av (16) a¨r det sant att
Π−1u (K|Eu) ⊆ Π−1u (L|Eu)
och d˚a a¨r
(HK1(u) ∩HK2(u)) ⊆ (HL1(u) ∩HL2(u)). (17)
En sluten konvex ma¨ngd a¨r snittet av dess sto¨djande halvrum, s˚a vi inser att
⋂
u(HK1(u)∩HK2(u)) beskriver
kroppen K p˚a grund av att K a¨r symmetrisk kring origo. P˚a samma sa¨tt beskriver
⋂
u(HL1(u) ∩ HL2(u))
kroppen L. Fr˚an detta och att (17) ga¨ller fo¨r alla u ∈ S1 f˚ar vi att K ⊆ L. Det fo¨ljer att V 2(K) ≤ V 2(L).
8.2 Projektionskroppar och mixad volym
I detta avsnitt hittas definitioner och lemman som beho¨vs fo¨r beviset av sats 1.1 och materialet kommer fr˚an
[2].
Vi p˚aminner la¨saren om att K n betecknar ma¨ngden av alla konvexa kroppar i Rn och att K nc betecknar
ma¨ngden av alla konvexa kroppar i Rn som a¨r symmetriska kring origo. Sto¨dfunktionen hK : Rn → R
associerad till en konvex kropp K definieras som hK(x) = max{x · y | y ∈ K}. Notera att hK(x) a¨r besta¨md
av x-va¨rden p˚a Sn−1. Fo¨r K,L ∈ K n ga¨ller det att K ⊂ L om och endast om hK ≤ hL [2, ekvation (1.1)].
L˚at K ∈ K n. D˚a a¨r projektionskroppen ΠK av K definerad som den kropp som har sto¨dfunktionen
hΠK(u) = V n−1(K|Eu), (18)
fo¨r u ∈ Sn−1. Vi vet att det existerar en s˚adan kropp K p˚a grund av ett resultat av Minkowski. Projektions-
kroppen a¨r konvex om K a¨r konvex. Vi p˚aminner la¨saren om att Πn = {ΠK | K ∈ K n}. Lutwak visar
[2, s.249] att denna klass a¨r lika med Πn = {ΠK | K ∈ K nc }, det vill sa¨ga varje projektionskropp a¨r en
projektionskropp av n˚agon origocentrerad konvex kropp. Det ga¨ller att Πn ⊂ K nc ⊂ K n [2, s. 249].
Minkowskisumman av kropparna K1, . . . ,Kn ∈ K n definieras som
K1 + · · ·+Kn = {x1 + · · ·+ xn | xi ∈ Ki}.
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Fo¨r K ∈ K n definieras multiplikation med en skala¨r λ ∈ Rn som
λK = {λx | x ∈ K}.
Volymen av minkowskikombinationen λ1K1 + · · ·+ λrKr fo¨r Kj ∈ K n och λj ≥ 0 a¨r ett homogent polynom
[2, s. 238] av grad n:
V (λ1K1 + · · ·+ λrKr) =
∑
ν(Ki1 , . . . ,Kin)λi1 · · ·λin . (19)
Om vi kra¨ver att koefficienterna ν(Ki1 , . . . ,Kin) a¨r symmetriska i Kij s˚a a¨r ν(Ki1 , . . . ,Kin) entydigt besta¨mda
och d˚a kallas ν(Ki1 , . . . ,Kin) fo¨r mixad volym (se till exempel [2, s.238]). Vi l˚ater νi(K,L) beteckna den mixade
volymen av (n− i) stycken K och i stycken L.
Lemma 8.2. L˚at Ki, Li ∈ K n vara s˚adana att Ki ⊂ Li. D˚a a¨r
ν(K1, . . . ,Kn) ≤ ν(L1, . . . , Ln).
Bevis. Vi bo¨rjar med att visa
ν(K1, . . . ,Kn−1,K) ≤ ν(K1, . . . ,Kn−1, L)
om K ⊂ L. Vi vet att fo¨r konvexa kroppar K och L s˚a a¨r
ν(K1, . . . ,Kn−1, L) =
1
n
∫
Sn−1
hL(u)dS(K1, . . . ,Kn−1;u), (20)
se till exempel [2, ekvation (1.7)]. Vi p˚aminner la¨saren om att K ⊂ L om och endast om hK ≤ hL vilket
tillsammans med (20) ger
1
n
∫
Sn−1
hK(u)dS(K1, . . . ,Kn−1;u) ≤ 1
n
∫
Sn−1
hL(u)dS(K1, . . . ,Kn−1;u),
som kan skrivas som
ν(K1, . . . ,Kn−1,K) ≤ ν(K1, . . . ,Kn−1, L).
Eftersom Ki ⊂ Li och den mixade volymen a¨r symmetrisk fo¨ljer det att
ν(K1, . . . ,Kn−1,Kn) ≤ ν(K1, . . . ,Kn−1, Ln) ≤ ν(K1, . . . ,Kn−2, Ln−1, Ln) ≤ . . . ≤ ν(L1, . . . , Ln), (21)
det vill sa¨ga ν(K1, . . . ,Kn) ≤ ν(L1, . . . , Ln).
En konvex kropp A sa¨gs ha en positiv kontinuerlig kro¨kningsfunktion fA : Sn−1 → (0,∞) om det fo¨r varje
konvex kropp K ga¨ller att ν1(A,K) har integralrepresentationen
ν1(A,K) =
1
n
∫
Sn−1
fA(u)hK(u)dS(u), (22)
se till exempel [3, s.2]. Fo¨r u ∈ Sn−1 a¨r ljuskraften σL(u) av en konvex kropp L den (n − 1)-dimensionella
volymen av den ortogonala projektionen av L p˚a hyperplanet som a¨r ortogonalt mot u. Om A har en positiv
kontinuerlig kro¨kningsfunktion fA s˚a a¨r
σA(u) =
1
2
∫
Sn−1
|u · v|fA(v)dS(v), (23)
se till exempel [3, s.3]. Vi har ocks˚a att
hΠK = σK , (24)
se till exempel [3, s.3].
Lemma 8.3. Det ga¨ller att
ν1(L,ΠK) = ν1(K,ΠL).
Detta a¨r lemma 6 i [3] och vi fo¨ljer beviset i den artikeln.
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Bevis. Ekvation (22) ger att
ν1(L,ΠK) =
1
n
∫
Sn−1
fL(u)hΠK(u)dS(u).
P˚a grund av (24) s˚a f˚ar vi
1
n
∫
Sn−1
fL(u)σK(u)dS(u)
och (23) ger
1
n
∫
Sn−1
fL(u)
1
2
∫
Sn−1
|u · v|fK(v)dS(v)dS(u).
Vi flyttar nu ut konstanten 1/2 samt a¨ndrar integrationsordningen och f˚ar
1
2n
∫
Sn−1
fK(v)
∫
Sn−1
|u · v|fL(u)dS(u)dS(v).
Vi anva¨nder a˚terigen ekvation (23) och f˚ar
1
n
∫
Sn−1
fK(v)σL(v)dS(v).
Genom ekvation (24) f˚ar vi att
1
n
∫
Sn−1
fK(v)hΠL(v)dS(v),
vilket a¨r lika med
ν1(K,ΠL).
Det vill sa¨ga ν1(L,ΠK) = ν1(K,ΠL).
Lemma 8.4. Fo¨r en kropp K ∈ K n ga¨ller det att ν(K, . . . ,K) = V (K).
Bevis. L˚at λ1 = 1 och λj = 0 fo¨r j 6= 1. D˚a a¨r
V (K1) = V (λ1K1 + · · ·+ λrKr).
Fr˚an (19) vet vi att detta kan skrivas som∑
ν(Ki1 , . . . ,Kin)λi1 · · ·λin ,
vilket a¨r lika med
ν(K1, . . . ,K1)
d˚a alla utom λn1 -termen inneh˚aller en faktor 0.
Sats 8.5 (Minkowskiolikheten). Fo¨r K,L ∈ K n a¨r
ν1(K,L)n ≥ V (K)n−1V (L),
da¨r likhet ga¨ller om och endast om K och L a¨r homotetiska.
Satsen a¨r va¨lka¨nd och vi visar den endast i specialfall.
Exempel 2. Vi ger ha¨r tre exempel p˚a minkowskiolikheten fo¨r mixad volym d˚a n = 2. Vi har de tre kropparna
kuben B2∞, bollen B
2
2 och korspolytopen B
2
1 . Det a¨r la¨tt att se att
V (αB2∞ + βB
2
2) = 4α
2 + 2 · 4αβ + piβ2,
V (αB2∞ + γB
2
1) = 4α
2 + 2 · 4αγ + 2γ2
och
V (γB21 + βB
2
2) = 2γ
2 + 2 · 2
√
2γβ + piβ2,
se figur 7, 8 respektive 9. Det fo¨ljer att ν(B2∞, B
2
2) = 4, ν(B
2
∞, B
2
1) = 4 och ν(B
2
1 , B
2
2) = 2
√
2. Vi f˚ar att
ν(B2∞, B
2
2)
2 = 16 ≥ 4pi = V 2∞V 22 ,
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ν(B2∞, B
2
1)
2 = 16 ≥ 8 = 2 · 4 = V 2∞V 21
samt
ν(B21 , B
2
2)
2 = (2
√
2)2 = 8 ≥ 2pi = V 21 V 22 ,
vilket bekra¨ftar sats 8.5 fo¨r de tre kropparna B2∞, B
2
2 och B
2
1 .
Figur 7: Minkowskisumman av kuben och bollen.
Figur 8: Minkowskisumman av kuben och korspolytopen.
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Figur 9: Minkowskisumman av korspolytopen och bollen.
8.3 Bevis av Petty-Schneiders sats, sats 1.1
Beviset fo¨ljer Lutwaks [2, kapitel 9].
D˚a V (K) = 0 a¨r satsen trivial s˚a antag att V (K) 6= 0. Fr˚an (18) och antagandet att (1) ga¨ller fo¨r alla
u ∈ Sn−1 f˚ar vi
hΠK ≤ hΠL. (25)
Vi p˚aminner la¨saren om att d˚a H,G ∈ K n ga¨ller det att H ⊂ G om och endast om hH ≤ hG vilket
tillsammans med (25) och Πn ⊂ K n ger
ΠK ⊂ ΠL. (26)
Eftersom L ∈ Πn existerar det en konvex kropp L˜ s˚adan att L = ΠL˜. Fr˚an (26), lemma 8.2 och Πn ⊂ K n
fo¨ljer det att
ν1(L˜,ΠK) ≤ ν1(L˜,ΠL). (27)
Om vi skriver om detta med hja¨lp av lemma 8.3 f˚ar vi
ν1(K,ΠL˜) ≤ ν1(L,ΠL˜).
P˚a grund av att L = ΠL˜ ga¨ller det att
ν1(K,L) ≤ ν1(L,L). (28)
Fr˚an lemma 8.4 f˚ar vi att ho¨gerledet i (28) a¨r lika med V (L), allts˚a
ν1(K,L) ≤ V (L). (29)
Vi ho¨jer upp ekvation (29) till n p˚a b˚ada sidor:
ν1(K,L)n ≤ V (L)n.
Minkowskiolikheten fo¨r mixad volym, sats 8.5, ger d˚a att
V (K)n−1V (L) ≤ ν1(K,L)n ≤ V (L)n,
da¨r den fo¨rsta olikheten kra¨ver att K och L a¨r homotetiska om likhet ska ga¨lla. Division med V (L) ger
V (K)n−1 ≤ V (L)n−1.
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Om vi tar (n− 1)-roten av b˚ada sidor erh˚aller vi
V (K) ≤ V (L).
Fr˚an sats 8.5 ga¨ller likhet mellan K och L om och endast om de a¨r homotetiska. Homotetiska kroppar av
samma volym m˚aste vara translationer av varandra. Beviset a¨r da¨rmed klart.
9 Busemann-Petty-problemet och Lutwaks sats
I detta kapitel visar vi att Busemann-Petty-problemet a¨r sant i 2 dimensioner. Vi ger ett bevis fo¨r Lutwaks
sats, sats 1.2, och vi introducerar ett avsnitt med definitioner och lemman fo¨re som beho¨vs fo¨r beviset.
9.1 Busemann-Petty-problemet, problem 1, i 2 dimensioner
Sats 9.1. Antag att K och L a¨r konvexa kroppar i K 2c s˚adana att
V 1 (K ∩H) ≤ V 1 (L ∩H) (30)
fo¨r alla hyperplan H som g˚ar genom origo. D˚a a¨r
V 2 (K) ≤ V 2 (L) .
Bevis. Notera att K ∩H och L∩H a¨r linjesegment som a¨r symmetriska kring origo samt ligger la¨ngs samma
linje. Da¨rfo¨r a¨r V 1 (K ∩H) och V 1 (L ∩H) la¨ngden av respektive linjesegment. D˚a K och L a¨r centrerade
kring origo och (30) ga¨ller, s˚a fo¨ljer det att
K ∩H ⊆ L ∩H. (31)
Notera att K =
⋃
(K ∩H), respektive L = ⋃(L∩H), da¨r unionen a¨r o¨ver alla hyperplan H genom origo. D˚a
(31) ga¨ller fo¨r alla hyperplan H medfo¨r det att K ⊆ L. D˚a K och L a¨r symmetriska kring origo fo¨ljer det att
V 2 (K) ≤ V 2 (L) .
9.2 Snittkroppar och dual mixad volym
I detta avsnitt hittas definitioner och lemman som beho¨vs fo¨r beviset av sats 1.2. Materialet i detta avsnitt
kommer fr˚an [2].
En stja¨rnformad ma¨ngd a¨r en ma¨ngd M i det euklidiska rummet Rn, s˚adan att det existerar en punkt
O ∈ M s˚a att det fo¨r alla punkter x ∈ M finns ett linjesegment fr˚an O till x som ligger i M . Vi kallar detta
fo¨r en stja¨rnformad ma¨ngd med avseende p˚a O. Fo¨r en kompakt ma¨ngd K ∈ Rn vilken a¨r stja¨rnformad med
avseende p˚a origo defineras den radiella funktionen som ρK(u) = Max{λ ≥ 0 | λu ∈ K} fo¨r u ∈ Sn−1. Fo¨r
K,L ∈ S n ga¨ller det att K ⊂ L om och endast om ρK(u) ≤ ρL(u) fo¨r u ∈ Sn−1 [2, s. 240]. Om ρK(u) a¨r
kontinuerlig a¨r s˚a a¨r K en stja¨rnkropp. En stja¨rnkropp a¨r antingen en punkt eller har ett icke-tomt inre. Vi
p˚aminner la¨saren om att S n betecknar ma¨ngden av alla stja¨rnkroppar. L˚at S nc beteckna ma¨ngden av alla
stja¨rnkroppar som a¨r symmetriska med avseende p˚a origo.
L˚at K ∈ S n. D˚a a¨r snittkroppen IK definerad som den stja¨rnformade ma¨ngd som har den radiella
funktionen
ρIK(u) = V n−1(K ∩ Eu)
da¨r u ∈ Sn−1. Man inser att den radiella funktionen m˚aste vara kontinuerlig d˚a K ∈ S n. Da¨rfo¨r kommer IK
vara en stja¨rnkropp. Vi p˚aminner la¨saren om attI n betecknar ma¨ngden av alla snittkroppar av stja¨rnkroppar.
Det a¨r sant att I n ⊂ S nc ⊂ S n, se till exempel [2, s.251]. Fo¨r att ge en uppfattning om vad en snittkropp
a¨r ger vi fo¨ljande exempel.
Exempel 3. Den radiella funktionen fo¨r snittkroppen av B22 , det vill sa¨ga IB
2
2 , a¨r ρIB22 (u) = V
1(B22∩Eu) = 2.
Vi inser att den radiella funktionen av B22(2) a¨r konstant lika med 2, det vill sa¨ga ρB22(2)(u) ≡ 2. Da¨rfo¨r a¨r
IB22 = B
2
2(2). Mer allma¨nt a¨r snittkroppen fo¨r symmetriska kroppar i 2 dimensioner samma som kroppen fast
skalad med en faktor 2 och roterad pi/2 radianer.
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Om x1, . . . , xr ∈ Rn s˚a a¨r den radiella summan x1+˜ · · · +˜xr definerad som den vanliga vektorsumman av
x1, . . . , xr ∈ Rn om alla xi ligger i ett endimensionellt underrum till Rn och som nollvektorn annars. Den
radiella minkowskisumman av kropparna K1, . . . ,Kn ∈ S n defineras som
K1+˜ · · · +˜Kn = {x1+˜ · · · +˜xn | xi ∈ Ki}.
Fo¨r K ∈ S n defineras multiplikation med en skala¨r λ ∈ R som
λK = {λx | x ∈ K}.
Volymen av radiella minkowskikombinationen λ1K1+˜ · · · +˜λrKr fo¨r Kj ∈ S n och λj ≥ 0 a¨r ett homogent
polynom [2, s.240] av grad n:
V (λ1K1+˜ · · · +˜λrKr) =
∑
ν˜(Ki1 , . . . ,Kin)λi1 · · ·λin . (32)
Om vi kra¨ver att koefficienterna ν˜(Ki1 , . . . ,Kin) a¨r symmetriska i Kij s˚a a¨r ν˜(Ki1 , . . . ,Kin) entydigt besta¨mda
och d˚a kallas ν˜(Ki1 , . . . ,Kin) fo¨r dual mixad volym (se till exempel [2, s.241]). Vi l˚ater ν˜i(K,L) beteckna den
duala mixade volymen av (n − i) stycken K och i stycken L. Figur 10 illustrerar hur man kan ta¨nka fo¨r att
rita upp den radiella minkowskisumman B2∞+˜B
2
2 .
Figur 10: Den streckade linjen illustrerar en del av randen av B2∞+˜B
2
2 .
Lemma 9.2. L˚at Ki, Li ∈ S n vara s˚adana att Ki ⊂ Li. D˚a a¨r
ν˜(K1 . . . ,Kn) ≤ ν˜(L1, . . . , Ln).
Bevis. Enligt Lutwak [2, s.241] a¨r
ν˜(K1, . . . ,Kn) =
1
n
∫
Sn−1
ρK1(u) · · · ρKn(u)dS(u) (33)
om K1, . . . ,Kn ∈ S n. Vi p˚aminner la¨saren om att H ⊂ G om och endast om ρH ≤ ρG vilket tillsammans
med (33) ger
1
n
∫
Sn−1
ρK1(u) · · · ρKn(u)dS(u) ≤
1
n
∫
Sn−1
ρL1(u) · · · ρLndS(u),
det vill sa¨ga
ν˜(K1, . . . ,Kn) ≤ ν˜(L1, . . . , Ln).
Fo¨ljande lemma a¨r lemma 8.9 i [2] och ett bevis kan hittas i [2, s.253].
Lemma 9.3. Om K,L ∈ S n s˚a a¨r ν˜1(K, IL) = ν˜1(L, IK).
Lemma 9.4. Fo¨r K ∈ S n ga¨ller det att ν˜(K, . . . ,K) = V (K).
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Bevis. L˚at λ1 = 1 och λj = 0 fo¨r j 6= 1. D˚a a¨r
V (K1) = V (λ1K1 + · · ·+ λrKr).
Fr˚an (32) vet vi att detta kan skrivas som∑
ν˜(Ki1 , . . . ,Kin)λi1 · · ·λin ,
vilket a¨r lika med
ν˜(K1, . . . ,K1)
d˚a alla utom λn1 -termen inneh˚aller en faktor 0.
Sats 9.5 (Minkowskiolikheten fo¨r dual mixad volym). Om K,L ∈ S n s˚a a¨r
ν˜1(K,L)n ≤ V (K)n−1V (L), (34)
och om K och L inneh˚aller mer a¨n bara origo ga¨ller likhet om och endast om K och L a¨r dilatationer av
varandra.
Beviside´ fo¨r satsen hittas i [2].
9.3 Bevis av Lutwaks sats, sats 1.2
Beviset fo¨ljer Lutwaks i [2, kapitel 10].
D˚a V (K) = 0 a¨r satsen trivial s˚a antag att V (K) 6= 0. Fr˚an definitionen av snittkroppar och att K ∈
I n ⊂ S n, L ∈ S n f˚ar vi att ρIK(u) = V n−1(K ∩Eu) och ρIL(u) = V n−1(L∩Eu) fo¨r alla u ∈ Sn−1. D˚a (2)
ga¨ller fo¨r alla u ga¨ller det att
ρIK ≤ ρIL. (35)
Vi p˚aminner la¨saren om att fo¨r H,G ∈ S n ga¨ller det att H ⊂ G om och endast om ρH ≤ ρG vilket tillsammans
med (35) och I n ⊂ S n ger att
IK ⊂ IL.
Eftersom K ∈ I n existerar det en stja¨rnkropp K˜ s˚a att K = IK˜. Fr˚an lemma 9.2 vet vi att
ν˜1(K˜, IK) ≤ ν˜1(K˜, IL). (36)
Lemma 9.3 ger
ν˜1(K, IK˜) ≤ ν˜1(L, IK˜)
och d˚a K = IK˜ f˚ar vi
ν˜1(K,K) ≤ ν˜1(L,K).
Lemma 9.4 implicerar att ν˜1(K,K) = V (K), s˚a
V (K) ≤ ν˜1(L,K). (37)
Vi ho¨jer upp (37) till n p˚a b˚ada sidor,
V (K)n ≤ ν˜1(L,K)n.
Minkowskiolikheten fo¨r dual mixad volym, sats 9.5, ger d˚a att
V (K)n ≤ ν˜1(L,K)n ≤ V (L)n−1V (K),
da¨r likheten i den andra olikheten ga¨ller om och endast om K och L a¨r dilatationer av varandra. Division
med V (K) ger
V (K)n−1 ≤ V (L)n−1.
Om vi tar (n− 1)-roten av b˚ada sidor erh˚aller vi
V (K) ≤ V (L).
Ha¨r a¨r likheten uppfylld om och endast om K och L a¨r dilatationer av varandra.
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